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Einleitung. 



In Schröters „Theorie d. Oherfl. II. 0.“ findet sich in § 47 
der Satz bewiesen: 

„Wenn man bei zwei auf einander liegenden kollinearen 
„Ebenen in trilinearer Lage zwei cyklifch auf einander 
„liegende Dreiecke auffaßt, so liegen dieselben auf drei 
„verfchiedene Arten perspektivifch, d. h. so, daß drei Ver- 
bindungslinien ihrer Ecken durch einen Punkt laufen. Die 
„drei daduich erhaltenen Perspektivitätscentra bilden ein 
„drittes Dreieck, welches gleichfalls aus drei cyklifch auf 
„einander liegenden entsprechenden Punktepaaren der bei- 
„den kollinearen Ebenen besteht. Solche drei Dreiecke 
„bilden eine in sich zurückkehrende Gruppe, indem je 
„zwei dieser drei Dreiecke dreimal perspektivifch liegen, 
' „und die drei Perspektivitätscentra die Ecken des dritten 
„Dreiecks sind.“ 

Derselbe Verfasser zeigt in einer Abhandlung „Ueber pers- 
pektivifch liegende Dreiecke“ (Math. Annalen II. vgl. Rosanes an 
dems. Ort), daß es auch vier- und sechsfach Perspektive Dreiecke 
giebt, welche später auch von Valyi (Grunerts Archiv 70) der 
Untersuchung unterworfen sind. Es entsteht nun die Frage, ob 
es auch bei der trilinearen Kollineatiou vier- und sechsfach Pers- 
pektive Cyklen giebt. 
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Der erste Teil der vorliegenden Arbeit bringt zunächst die 
synthetifchen Beweise dieser Välyi’fchen Sätze (§ 1, 3) und zeigt 
dann die Möglichkeit der Konstruktion von vier- (§ 2) und sechs- 
fach (§ 4) Perspektiven Cyklen der trilinearen Kollineation. 

Im zweiten Abfchnitt werden dann die Untersuchungen auf 
den Raum, nämlich auf die tetraedrale Kollineation (Erklärung 8. 
§ 5 S. 18) ausgedehnt. Es wird sich zunächst fragen, ob es 
Paare von Cyklen giebt, welche perspektiv liegen. Nach Välyi 
(Archiv 2. R. 1886 8. 441 ff.) giebt es ein-, zwei- und vierfach 
Perspektive eigentliche Tetraeder. Es wird nun gezeigt (§ 5), daß 
es auch ein-, zwei- und vierfach Perspektive Cyklen giebt, und es 
wird weiter die Aufgabe gelöst, zu einem gegebenen Cyklus die- 
jenigen zu konstruieren, welche mit ihm in ein-, zwei- und vier- 
facher Perspektivität stehen (§ 6, 7, 8). In dem letzten Abfchnitt 
werden noch mehrfach hyperboloidifche Cyklen behandelt. An- 
Ichließend an eine Abhandlung von Schur (Math. Ann. XX), in 
welcher die Möglichkeit von fünf-, acht- und neunfach byperbo- 
loidifchen Tetraedern nachgewiesen ist, wird gezeigt, daß auch 
fünf- und neunfach hyperboloidifche Lage zweier Cyklen eintre- 
ten kann. 



Erster Abschnitt. 



Mehifaeh Perspektive Cyklen der trilinearen Kollineation. 

§ 1. Yierfach Perspektive Dreiecke. 

In einer Ebene seien gegeben zwei Dreiecke 
n&c und (mit 

in vierfach perspektiver Lage. Die vier Perspektivitätscentren 
seien : 
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I. 1. y = (al, 6n, cm) 3. j = (am, 61, en) 

2. I) — (an, 6m, cl) 4. p = (al, 6m, cn) 

Da hiernach y auf a(, 6 auf an und ; auf am liegt, so muß a 

der Schnittpunkt von ly, tip und mj sein. Wir finden auf diese 

Weise, daß 

Da. « «= (ly, np, tm) 6 = (ny, mp, (j) c — (my, lp, tt$) 

Nach I 1 liegt y auf a(, folglich ist Strahl al = Strahl ly 
„ I 2 „ p , 6m, „ „ , 6m = „ mp 

» I 3 „ i „ cn, „ , „ cn = „ nj 

Für I 4 kann demgemäß gesetzt werden: 

Hb p = (ly, mV, «0 

Dies als 4. Beziehung zu Ha gesetzt zeigt, daß auch die Dreiecke 
(mn und ypj perspektiv liegen mit den Centren. 

H. a = (ly, ny, mj) c — (my, (p, n0 

6 — (iy, mv, 10 P = (ly, mV, m) 

Auf ganz analoge Weise können wir aus den Beziehungen 
I auch ableiten, daß 

HI. I - (ay, cv, 6j) n = (6y, aV, q) 

m = (cy, bp, a0 p — (ay, 6p, q) 

d. h. daß auch die Dreiecke a6c und ypl vierfach perspectiv liegen 
mit den Centren 1, m, n, p. 

Wir finden demnach für einen in der erwähnten Abhandlung 
von Valyi vorkommenden Sätze die Fassung: 

„Sind abc und imu zwei vierfach perspective Dreiecke 
einer Ebene mit den Centren 

y - (al, 6n, cm), V = (an, *>m, cl), 

i = (am, 61, cn), p = (al, 6m, cn); 

so sind je zwei der Dreiecke abc, Imu, ypj vierfach per- 
spektiv, die Perspektivität8centren werden durch das jedes- 
malige dritte Dreieck und den Punkt p gebildet.“ 

Hiernach ergiebt sich folgende Konstruktion von vierfach Per- 
spektiven Dreiecken. Es sei gegeben das Dreieck a6c, gesucht 
ein zu ihm vierfach perspektives Dreieck Imn. Das eine der 
Perspektivitätscentren, etwa p, dürfen wir ganz willkürlich und 
einen der Eckpunkte des gesuchten Dreiecks, etwa 1, beliebig auf 
ap annehmen. Wir konstruiren dann der Reihe nach: V als 
Schnittpunkt von 6p und cl, g als Schnittpunkt von cp und 61, 
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m alB Schnittpunkt von aj und bty, n als Schnittpunkt von 
und c< und fchließlich j als Schnittpunkt von cm und bn. So- 
wohl Dreieck Imn als Dreieck ist dann zu dem gegebenen 
vierfach perspektiv. 

Wollten wir zu dieser Betrachtung die duale anstellen, so 
würden neben den Dreiecksseiten 

a = bc, b = ca, c = ab; 1 = mn, m = n(, n = (m 
die Axen der Perspektivität 

x = (al, bn, cm) y = (an, bm, cl) 

z = (am, bl, cn) p = (al, bm, cn) 

auftreten. Je zwei der Dreiseite abc, lmn, xyz müssen vierfach 
perspektiv liegen, die Axen der Perspektivität werden durch das 
jedesmalige dritte Dreiseit und die Gerade p gebildet. 

Von Interesse ist für uns indessen hierbei nur das Verhält- 
nis, welches zwifehen den so aufgetretenen Elementen p und p 
besteht. Als Ergänzung des bereits erwähnten Satzes von Välyi 
können wir folgenden Satz beweisen: 

Die vierte Perspektivitätsaxe p = (al, bm, cn) der beiden 
vierfach Perspektiven Dreiseite abc und lmn ist die Polare 
des vierten Perspektivitätscentrums der beiden vierfach 
Perspektiven Dreiecke abc und (mn, in Bezug auf diese 
Dreiecke. 

Der Beweis läßt sich mit Hilfe eines anderen Satzes von 
Välyi leicht erbringen. Dieser lautet: 

»Wenn die Dreiecke abc und 12 3 in ai ba cs - Kolli- 
»neation sind, und der Pol der Kollineationsaxe bezüglich 
»auf das Dreieck abc auf der Geraden ai liegt, so sind 
»die Dreiecke auch in ai b3 Ca - Kollineation.“ 

Wir benutzen diesen Satz in folgender Form: 

Sind abc und (mn Perspektive Dreiecke einer Ebene. 
Centrum o, Axe q, wobei o die Polare p in Bezug auf 
das Dreieck abc haben mag, und sind auch abc und 
lmn perspektiv, so fchneiden sich p und q auf bc. 

Zunächst mag ein kurzer synthetifcher Beweis dieser That- 
saehe hier Platz finden. Aus Fig. 1 ist ersichtlich, daß die Axe p 
durch a = (bc, mn), und die Polare q durch a‘ *=» (b'c', bc) 
gehen muß. Ferner entnehmen wir der Figur, daß die beiden 
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Dreiecke mcb' und nbc' perspectiv liegen — die Schnittpunkte 
entsprechender Seite: e' = (mc, nb), o = (mb', nc), ö = (cb', bc') 
liegen auf einer Geraden — . Alsdann müssen aber die Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken, d. s. die Geraden mn, bc, 
b'c' durch einen Punkt gehen, d. h. die Punkte a und a‘ müssen 
zusammenfallen, es ist dies der Schnittpunkt von p und q auf bc. 
Ebenso fchneiden sich aber auch p und q vermöge der beiden 

Perspektivitäten ) und ^ml) au * ac ’ un< ^ verra öge der Per- 

spectivitäten und auf ab. Treten also bei den vier- 

fach Perspektiven Dreiecken abc und fmn diese drei Fälle zugleich 
auf, so müssen sich Axe und Polare dreimal fchneiden, d. h. sie 
fallen zusammen, q. e. d. 



§ 2. Vierfach Perspektive Cyklen der trilinearen 

Kollineation. 

abc und (mn seien nunmehr zwei cyklifch auf einander 
liegende Dreiecke einer gegebenen trilinearen Kollineation, im 
folgenden kurz „Cyklen“ genannt. 

Es sollen sich decken die Dreieckspunkte abc ( m n 

mit resp. bi ci ai nti m (1 

(wo aai, bbi, cci, (fi, mmi, mii Paare entsprechender Punkte sind.) 

Nach dem in der Einleitung angeführten Satze von Schröter 
liegen die gegebenen Cyklen abc und (mn jedenfalls dreifach 
perspektiv; die Perspektivitätscentren 

£ = (a(, bn, cm,) t) = (an, bm, cl) j = (am, bl, cn) 
bilden ebenfalls einen Cyklus: { = tn, = ji, j = ?i, und je 
zwei der Dreiecke abc, (mn, sind dreifach Perspektive Cyklen 
mit den Punkten des jedesmaligen dritten Dreiecks als Perspek- 
tivitätscentren. 



*) Bezeichnung im Anschluss an Viilyi. s. Archiv 2. R. 3. Teil S. 441. 
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Sollen nun die Cyklen abc und (mit auch noch auf eine vierte 
Art perspektiv liegen, so haben wir die Bedeutung des in § 1 
aufgetretenen vierten Centrums p = (al, 6m, cn) für den Pall zu 
untersuchen, daß abc und (mn Cyklen sind. Dem Punkte p ent- 
spricht der Punkt pi = (aili, bittn, cini). 

Wegen der cyklifchen Lage ist aber (ailj, bimi, citti) = (cn, 
a(, brn) d. h. pi = p. Punkt p und sein ihm entsprechender Punkt 
pi fallen also zusammen, und wir dürfen die Thatsache aussprechen: 
Das vierte Perspektivitätscentrum p ■= (a(, bm, cn) zweier 
vierfach Perspektiven Cyklen abc und (mn ist ein Doppel- 
punkt der trilinearen Kollineation. 

Dieser Satz giebt uns die Bedingung an, unter welcher vier- 
fach Perspektive Cyklen konstruierbar sind. Es muß einer der 
Doppelpunkte der gegebenen trilinearen Kollineation als viertes 
Perspektivitätscentrum gewählt werden, d. h. die Eckpunkte des 
einen Cyklus müssen auf den Verbindungslinien dieses Doppel- 
punktes mit den Punkten des anderen Cyklus liegen. 

Es ist nun zu zeigen, daß wenn dies einmal eintritt, d. h. 
wenn ein Eckpunkt des einen Cyklus auf einer der betreffenden 
Verbindungslinien angenommen wird, die beiden anderen Punkte 
auch auf die beiden anderen Verbindungslinien fallen müssen. 

p sei der gewählte Doppelpunkt und 1 liege auf ap. Dann 
fällt Ii = n auf aipi = cp. Liegt aber n auf cp, so muß m = m 
auf ciPi = bp fallen. 

Wir können nunmehr betreffend die Konstruktion von vierfach 
Perspektiven Cyklen folgenden Satz aufstellen. 

E 8 sei irgend ein Cyklus abc der trilinearen 
Kollineation gegeben. Man verbindet irgend 
einen der drei Doppelpunkte, etwa p, mit a, b 
und c, nimmt auf der Verbindungslinie ap 
einen beliebigen Punkt t — ttti an und sucht 
den Punkt m = ni, welcher auf bp, sowie den 
Punkt n = ( i , welcher auf cp liegt. Dann ist 
(mn ein zu abc vierfach perspektiver Cyklus, 
und zwar erhält man auf diese Weise eine ein- 
fache Serie von Cyklen (mn. Den drei Doppel- 
punkten entsprechend hat man demnach drei 
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Serien von Cyklen, welche mit dem gegebenen 
Cyklus vierfach perspektiv liegen und zwar 
eine reelle und zwei imaginäre. 

Die praktische Ausführung dieser Konstruktion wird ganz 
analog der in § 1 für vierfach Perspektive Dreiecke angegebenen 
sein. Nur darf diesmal Punkt p nicht willkürlich angenommen 
werden, sondern muß in einen der drei Doppelpunkte der trili- 
nearen Kollineation gelegt werden. Neben linn wird auch wieder 
xt)] ein sowohl zu abc als auch zu Iran vierfach perspektiver 
Cyklus sein, und zwar gehört er derselben Serie an wie Imn, 
denn es liegen jt wie l auf ap, t) wie m auf bp und j wie n auf cp. 



Es seien hier noch einige Bemerkungen gestattet. 

1. Nach § 1 stehen bei zwei beliebigen vierfach Perspektiven 
Dreiecken das vierte Centrum und die vierte Axe der Perspek- 
tivität im Verhältnis von Pol und Polare zu einander. Dies wird 
also auch bei den Cyklen abc und imn von § 2 der Fall sein. 
Da wir aber bei deren Konstruktion den einen Cyklus ganz be- 
liebig wählen konnten, so wird also ganz abgesehen von der 
vierfachen Perspektivität die Doppellinie p Polare des Doppel- 
punktes p in Bezug auf jeden beliebigen Cyklus der trilinearen 
Kollineation sein. Wir kommen daher zu dem Satz: 

Jede Seite des Doppelpunktdreiecks ist in Bezug auf einen 
jeden Cyklus der trilinearen Kollineation die Polare der 
gegenüberliegenden Ecke (Doppelpunkt). 

2. Es wird indessen weiter unten wünfchenswert, einen 
Beweis dieser Thatsache zu besitzen, welcher sich nicht auf 
Resultate des § 1 gründet. Wir beweisen daher den Satz noch- 
mals direkt und zwar in der Form: 

In jeder trilinearen Kollineation ist die Polare eines Doppel- 
punktes in Bezug auf irgend einen Cyklus Doppellinie 
dieser Kollineation. 

Es sei (Fig. 2) abc ein beliebiger Cyklus, und p Doppelpunkt, 
p ist dann die Polare von p in Bezug auf abc. Wir beweisen, 
daß p Doppellinie des trilinearen Kollineation ist. 
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Es ist aih ==» ca, dpi = 6p, also Ci' = 6' 

ebenso 61C1 = a6, aipi = cp, „ ap = c' 

„ Ciai = 6c, 6ipi = ap, „ 6i' = a' 

Hiernach dürfen wir weiter fchließen, 

daß oi'6i' = c'a', 6iV = aV, ci'ai' = 6'c', 

da auch ai6i = ca, f*ici = a6, ciai = 6c, 

so folgt, daß n = ß, ai = y ßt = ce 

Hieraus ergiebt sich, weil p = aß, daß pi = «i/?i = ya = p. q. e. d. 

3. Durch vier Paare entsprechender Punkte : a = 6i, 6 = Ci, 
c = ai, p = pi, ist eine trilineare Kollineation vollständig fest- 
gelegt. Wird dazu noch 1 = ttij auf ap angenommen, so ist da- 
durch auch der zu o6c vierfach Perspektive Cyklus Imn bestimmt. 
Dieselben Punkte a, 6, c, p und l genügen aber ferner auch, 
wie wir sahen, zur Konstruktion der vierfach Perspektiven Drei- 
ecke (nicht Cyklen) a6c und (mtt. Das letztere wird daher ein 
Cyklus der durch a6c und das Centrum p festgelegten trilinearen 
Kollineation sein, oder mit andern Worten: 

Sind zwei beliebige vierfach Perspektive Dreiecke einer 
Ebene gegeben, so giebt es stets eine trilineare Kollinea- 
tion, in welcher jene Dreiecke Cyklen sind. Das vierte 
Perspektivitätscentrum ist Doppelpunkt, und die vierte 
Perspektivitätsaxe ist Doppellinie dieser Kollineation. 



§ 3. Sechsfach Perspektive Dreiecke. 

In einer Ebene seien gegeben zwei Dreiecke 
a6c und Imn 

in sechsfach perspektiver Lage, mit den Perspektivitätscentren 
I. 1. 5 — (ai, 6n, cm), 2. p = (an, bm, cl), 3. j =- (am, 61, cn) 
4. p = (a r , 6m, cn), 5. q = (an, 61, cm), 6. r = (am, 6n, cl) 
Die ersten vier dieser sechs Centren traten fchon in § 1 als solche 
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auf; es werden deshalb zunächst auch in unserem jetzigen Palle 
die dort angegebenen Beziehungen II und III gelten. Beachten 
wir aber weiter, daß 

nach Ii y auf ein liegt, also Strahl cm — my s. cy 
» I* b » an „ „ , an :z nb = ab 

» I 3 * „ bl » » . bl = 1? = by 

so geht Ia auch über in 

q = ( 11 t), I*, my) oder q = (ab, by, cy) 

Ebenso ist aus I leicht zu folgern, daß für I« auch gesetzt wer- 
den kann: 

* = ( n, i> lb, "?) oper r = (ay, cb, by) 

Durch Vereinigung erhalten wir: 

II a = (ly, nb, my), b -= (ny, mb, lj), c = (my, lb, m) 

b = (ly, mb, ny), q = (my, 11 b, U), r = (ny, (b, my) 

beziehungsweise : 

III I = (ay, cb, by), m = (cy, bb, ay), n = (by, ab, cy) 

v = (ay, bb, C!), a = (cy, ab, by,) r = (by, cb, ay). 

Hieraus können wir ersehen, daß das Dreieck yby sowohl mit 
Dreieck Imn, als auch mit Dreieck abc sechsfach perspektiv liegt. 

Mit Hilfe dieser Beziehungen H und III läßt sich in analoger 
Weise zeigen, daß: 

IV. y — (ap, cq, br), b = (bp, aq, er), j = (cp, bq, ar) 
l = (ab, bq, er), m =• (bb, cq ar), n = (cb, aq, br) 
und ferner, daß: 

y — Up, mq, nr), b = (mb, nq, Ir), y = (nb, Iq, mr) 

a = (lb, nb, mr), b = (mp, fq, nr), c = (nb, mq, Ir) 

Hieraus geht hervor, daß auch das Dreieck pqr mit den beiden 
Dreiecken aU und imn je sechsfach perspektiv liegt. 

Endlich ließe sich auch der Nachweis führen, daß die beiden 
Dreiecke yby und pqr sich in sechsfach perspektiver Lage befinden. 

Fassen wir das Gefundene zusammen, so haben wir den Satz : 
Sind abc und (mn zwei sechsfach Perspektive Dreiecke 
einer Ebene mit den Centren y, b, S, b, q, v ( s - I), 80 
sind je zwei der auf. diese Weise gebildeten Dreiecke abc, 
Imn, yby, pqr sechsfach perspektiv, mit den Eckpunkten 
der beiden anderen Dreiecke als Centren. 

(Välyi, a. a. 0. S. 110.) 
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In § 1 sahen wir, daß bei vierfach Perspektiven Dreiecken 
die vierte Perspektivitätsaxe *p zugleich Polare des vierten Pere- 
pektivitätscentrums p ist. Dies wird auch für die sechsfache 
Perspektivität giltig bleiben, wir können für dieselbe jenen Satz 
aber noch erweitern. 



Ersetzen wir die Punkte f, nt, n zuerst durch n, 1, m und 
dann durch m, n, 1, so wird für diese neuen Dreiecke n(m und 
nuil ganz dasselbe gelten, wie für Dreieck Intn. Führen wir 
diese Vertaufchungen in den Beziehungen I (§ 1) aus, so erhalten wir : 
' V = («in, bnt, cl) y = (af, on, cm) 

j = (am, bf, cn) q = (an, 01, cl) 

beziehungsweise : 

g = (am, bl, cn) p = (an, bnt, cl) 

y = (af, bn, an) r = (am, bn, cl) 



Hiernach ist analog dem früheren Satze, nach dem p = (al, 
bm, cn) Polare von p = (al, bm, cn) war, auch q = (an, bl, cm) 
Polare von q = (an, bf, cm) und r = (am, bn, cl) Polare von 
r = (am, nn, cl), sowohl in Bezug auf Dreieck ubc als auf Intn. 



Ersetzen wir weiter l, m, n, durch l, n, m, bezw. n, nt, I, 
bezw. ra, l, u, so geht I (§ 1) über in: 

p = (af, bm, cn) q = (att, bl, cm) 

r = (am, bn, cl) y = (al, bn, cm) 

bezw. q = (an, bl, cm) r = (am, bn, cl) 

p = (al, bm, cn) p = (an, bm, cl) 

bezw. v = (am, bn, cl) p = (al, bm, cn) 

q = (an, bl, cm) $ = (am bf, cn) 

Hieraus geht aber weiter hervor, daß auch x = (al, bn, cm) 
Polare von y = (al, bn, cm), y = (an, bn, cl) Polare von p = 
(an, bm, cl) und z = (am, bl, cn) Polare von $ = (am, bl, cn) ist, 
in Bezug auf Dreieck abc und unn. 



Wir kommen so zunächst zu dem Satze: 

Die Perspektivitätsaxen x, y, z, p, q, r zweier sechsfach 
Perspektiven Dreiecke aoe und Imn sind die Polaren der 
entsprechenden Perspektivitätscentren y, p, j, p, q, r 
sowohl in Bezug auf Dreieck abc als in Bezug auf 
Dreieck Imn. 
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Dieser Satz läßt noch eine Erweiterung zu. Schröter hat 
(Annal. Bd. 2) gezeigt, daß wenn abc und p gegeben, das zu 
abc sechsfach Perspektive Dreieck, welches p enthält, das ist 
Dreieck pqr, vollständig bestimmt ist. Aus dieser Thatsache läßt 
sich leicht die weitere ableiten, daß nämlich es nur zwei Dreiecke 
geben kann, welche p zum Centrum haben und zu abc sechsfach 
perspektiv liegen. Hiervon ausgehend, können wir einen Schluß 
ziehen auf die gegenseitige Lage der Perspektivitätsaxen und 
-centren unserer sechsfach Perspektiven Dreiecke, p und p stehen 
im Verhältnis von Pol und Polare, sowohl in Bezug auf die Drei- 
ecke (mn und ypj als auch auf die Dreiseite lmn und xyz. Da 
jene sowohl wie diese aber die beiden einzig möglichen sind, so 
müssen sie gegenseitig übereinstimmen. Daß lmn he lmn, ist 
bereits bekannt, es zeigt sich aber jetzt auch, daß xyz = ypj. 
Nun kann x als Polare von y nicht durch diesen Punkt gehen, 
ebenso nicht y durch p, oder z durch j. Es muß also x = pj, 
y = jy, z = yp sein. 

Eine analoge Entwicklung würde auch ergeben, daß pqr = 
pqr und zwar, daß p = qr, q — rp, r = pq. Wir können dies 
in einem Satze dahin aussprechen: 

Die PerspektivitätBcentren und -axen zweier sechsfach 
Perspektiven Dreiecke haben eine solche gegenseitige Lage, 
daß die ersteren die Schnittpunkte von je zwei der letz- 
ren, resp. die letzteren die Verbindungslinien von je zwei 
der ersteren sind. 

Den Seite 14 ausgesprochenen Satz dürfen wir daher auch in 
der Form wiederholen: 

Jede Seite der vier sechsfach Perspektiven Dreiecke abc, 
(mn, pqr und ypj ist die Polare der gegenüberliegenden 
Ecke in Bezug auf jedes der drei anderen Dreiecke. 
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§ 4. Sechsfach Perspektive Cyklen der trilinearen 

Kollineation. 

abc und Imit seien nun wieder Cyklen einer gegebenen trili- 
nearen Kollineation, und zwar sechsfach perspektiv mit den Cen- 
tren y, p, $, p, q, r (§ 3 I). Die Eckpunkte dieser beiden Cyk- 
len mögen sieh gerade so paarweise decken und entsprechen, wie 
dies in § 2 der Fall war. Dort erkannten wir bei Betrachtung 
der vierfach Perspektiven Cyklen in dem vierten Centrum p einen 
Doppelpunkt der gegebenen Kollineation. Dasselbe gilt nun auch 
von dem fünften und sechsten Centrum unserer sechsfach Pers- 
pektiven Cyklen. 

Es ist q = (an, bl, cm) also qi = (aiti,, bih, cimi) = (ent, an, bi) — q 
ebenso r = (am, bn, cl) „ ri = (aitni, bim, Cih) = (cf, am, bn) = r 

Wir dürfen also sagen: 

Die drei Punkte p, q, r, welche mit als Centren der bei- 
den sechsfach Perspektiven Cyklen abc und Imn auftreten, 
sind die Doppelpunkte der durch diese Cyklen festgeleg- 
ten trilinearen Kollineation. 

Ist uns nun ein Cyklus abc einer irgendwie bestimmten trili- 
nearen Kollineation gegeben, so daß das Dreieck der Doppel- 
punkte pqr als bekannt gilt, so ist der zu abc sechsfach Perspek- 
tive Cyklus fntn durch die Beziehungen: 

f — (ap, tq, er), m = (öp, cq, ar), n = (cp, aq, br) 
bestimmt. 

Die beiden so erhaltenen sechsfach Perspektiven Cyklen atc 
und imn haben aber außer den drei Doppelpunkten p, q, r auch 
die Punkte 

y = (a(, btt, cm), p = (an, bm, cl), j = (am, bl, cn) 
zu Perspektivitätscentren, und zwar bilden diese letzteren eben- 
falls einen sowohl zu abc als auch zu Imn sechsfach Perspektiven 
Cyklus. (Muth, Ueber ternäre Formen mit linearen Transforma- 
tionen in sich selbst. Dissertation, Giessen 1890.) 

Indessen ist zur Festlegung des Cyklus ypj die vorherige 
Konstruktion von Imu nicht nötig, man kann ypj auch direkt er- 
halten. Da nämlich nichts darüber bestimmt ist, welcher der drei 
vorhandenen Doppelpunkte der gegebenen trilinearen Kollineation 
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mit p, welcher mit q oder r bezeichnet werden soll, so darf man 
diese drei Buchstaben in beliebiger Permutation zur Anwendung 
bringen. Vertaufchen wir in den oben gefundenen 1, m, n be- 
stimmenden Beziehungen q mit r, so erhalten wir an deren Stelle : 
(ap, br, cq) d. i. nach § 3 IV — p, (bp, er, aq) d. ist nach § 3 IV = p 
(cp, ar, f»q) d. i. nach § 3 IV = j 
Die übrigen vier möglichen Permutationen von p, q, r liefern 
keine neuen Cyklen. (mit und yp$ sind die einzigen zu abf mög- 
lichen sechsfach Perspektiven Cyklen. Dieselben sind imaginär, 
da zwei der Doppelpunkte bekanntlich imaginär Bein müssen. 

Wir können daher betreffend die Konstruktion von sechsfach 
Perspektiven Cyklen der trilinearen Kollineation folgenden Satz 
aufstellen : 

Zu einem gegebenen Cyklus einer trilinearen 
Kollineation sind zwei (imaginäre) sechsfach 
Perspektive Cyklen linti und ypg möglich. Ver- 
bindet manjeden der Punkte a, b, c mit jedem 
der Doppelpunkte p, q, r der trilinearen Kolli- 
neation, so sind (mn und ppj bestimmt durch 
die Beziehungen: 

l = («p, bq, er), in = (bp, cq, ar), u = (aq, br, cp) 
y = (ap, br, cq), p = (aq, bp, er), j = (ar, bq, cp) 
Die beiden Cyklen (mit und ypj sind auch unter 
sich sechsfach perspektiv. 



Auch hier wird es uns, wie bei Betrachtung der vierfachen 
Perspektivität, möglich sein, mit Hilfe der Kollineation eine That- 
sache neu zu beweisen, welche wir für zwei beliebige sechsfach 
Perspektive Dreiecke bereits in § 3 gefunden hatten. 

1. Der in Anhang zu § 2 unter 1 resp. 2 gefundene Satz 
wurde dort für Doppellinie p und Doppelpunkt p erwiesen. Ein 
gleiches wird natürlich auch von q und q sowie von r und r 
gelten. 

2. Ebenso gilt die damals unter 3 erbrachte Thatsache auch 
für unseren jetzigen Fall der sechsfachen Perspektivität, d. h. 
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Sind zwei beliebige sechsfach Perspektive Dreiecke abc 
und timt gegeben, so giebt es stets eine trilineare Kolli- 
neation, in welcher jene Dreiecke Cyklen sind. 

Da auch gezeigt ist, daß die drei Doppellinien und Doppel- 
punkte ein und dasselbe Dreieck bilden, so folgt aus diesen beiden 
vorstehenden Bemerkungen die Richtigkeit des in § 3, Seite 14 
gefundenen Satzes. 



Zweiter Abschnitt. 



Perspektive Cyklen der tetracdralen Kollineatioa. 

§ 5. Mehrfach Perspektive Cyklen. 

Es sei uns gegeben eine Kollineation im Raum, vermöge 
deren je vier Tetraederpunkte sich cyklifch entsprechen, abcb 
und tmno seien zwei solcher Tetraeder, wieder kurz „Cyklen“ ge- 
nannt, dieser — wie wir sie hier nennen wollen — tetraedralen 
Kollineation. 

Es mögen sich decken die Punkte abcb tmno 

mit resp. fi ci bi ai mi in oi h 
(wo aai, bfi u. s. w. Paare entsprechender Punkte sind.) 
Fragen wir uns nun zunächst nach den möglichen Perspek- 
tivitäten. Dabei bestimmen wir, daß der dem Punkte a des ersten 

Cyklus gemäß der Perspektivität |^ a ^ £ j entsprechende Punkt 

des zweiten Cyklus immer t sei. 

Ohne diese Befchränkung würden wir zwar den zu findenden 
Perspektivitäten noch andere hinzufügen können, die aber von 
jenen nur der Bezeichnung nach verfchieden wären. 
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Wir betrachten also die Perspektivität ^ ^ und die- 
jenigen fünf weiteren, welche aus ihr durch Permutation der 
Buchstaben m n o hervorgehen. Wir haben zu untersuchen, 
welche von diesen sechs Permutationen für sich allein, und welche 
anderen mit jeder von ihnen gleichzeitig möglich sind. Aus der 
Fülle der durchzunehmenden Fälle greifen wir zunächst diejenigen 
heraus, welche uns zu möglichen Perspektivitäten führen. 

Neben der Perspektivität ^ ^ wären abgesehen von 

der cyklifchen Lage der beiden Tetraeder nach einem, in der 
Einleitung bereits erwähnten, Satze von Välyi nur noch die drei 
Perspektivitäten : 

/ a b c b\ /a b c b \ / a b c b \ 

\m 1 o n) , yi o 1 m/ , \o n m 1 / 
entweder jede einzel, oder alle drei gleichzeitig, d. h. neben der 
gegebenen einfachen Perspektivität, drei zweifache und eine vier- 
fache möglich. Welche von diesen Perspektivitäten bleiben nun 
auch noch möglich, wenn abcb und Imno Cyklen sind? 

Ist (j ^ ^ allein möglich? 

Es sei p = (al, bm, cn, bo) Centrum dieser Perspektivität. 
Dann ist pi = (aili, biim, cim, bin) = (bo, al, bm, cn) = p. 

Zwei Cyklen einer tetraedralen Kollineation können demnach 
in einfach perspektiver Lage liegen. Das Perspektivitätscentrum 
ist einer der vier Doppelpunkte der Kollineation. 

Sind 0 m n o) und (m t l J) ZU8ammen möglich? 

Die beiden Centren seien 

p = (a(, bm, cn, bo), bi — P 
u = (am, bl, co, bn) • 

Nun ist ui = (aimi, hü, cid, hm) = (bl, ao, bn, cm) =■ o 

ebenso ti = (hh, aid, hm, cimi) = (co, bn, am, bl) = u. 

Wir finden also, daß die u-Perspektivität die t-Perspektivität 
nach sich zieht, und letztere wieder die n-Perspektivität zur Folge 
hat. Da diese b-Perspektivität zu denjenigen gehört, welche mit 
der ersten der beiden zur Untersuchung stehenden zusammen be- 
stehen können, so sind also die p-, «- und o- Perspektivität zu- 
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sammen gleichzeitig möglich. Eine nur dreifache Perspektivität 
kann aber allein nicht bestehen, sie zieht eine vierte mit Not- 
wendigkeit nach sich. Dies kann und darf in unserem Falle nur 

die Perspektivität p J sein. Daß diese auch wirklich mit 

den drei anderen zusammen bestehen kann und nicht etwa eine 
fünfte, neue nach sich zieht, ist leicht zu zeigen. Ihr Centrum 
sei p" = (an, bo, cf, bin) Dann ist 

pi" = (mm, bici, cili, bitm) = (cm, an, bo, d) = p". 

Diese vierte Perspektivität hat also gleich der ersten einen 
Doppelpunkt als Centrum. Es ist demnach eine vierfache Per- 
spektive Lage zweier Cyklen der tetraedralen Kollineation möglich. 
Von den vier Centren derselben müssen zwei (p, p") Doppel- 
punkte sein, während die beiden anderen (u, ») sich cyklifch ent- 
sprechen (ui = t>, üi = u). 

Aus dieser Betrachtung geht aber zugleich noch weiter her- 
vor, daß auch die beiden zweifachen Perspektivitäten 

(irao) , (nclm ) 80wie (mta) , (oral) flir * ich alleto dentb8r 
sind. Die Centren der ersteren (p, p") sind Doppelpunkte, die 
der letzteren (u, e) sind sich wechselseitig entsprechende Punkte 
der Kollineation. 

Weitere, von den gefundenen im Wesen verfchiedene, Per- 
spektivitäten lassen sich nicht auffinden, denn andere, welche nach 
dem Välyi’fche Satze etwa noch möglich wären, erweisen sich 
bei Cyklen als unmöglich. Ein Beispiel möge genügen. 



Neben der Perspektivität könnten höchstens nach 

Välyi bestehen die Perspektivitäten ( 0 °^) 

Es sei i = (af, bin, ca, bn) also ii = (aib, biun, cid, tim,) = 
(re, al, bn, cm). Aus der i - Perspektivität folgt also die neue : 

O'mno) welche aber nicht zu den drei gehört, die mit ihr zu- 



gleich bestehen können. Die i- Perspektivität ist also weder für 
sich allein, noch mit anderen zusammen möglich. 
Zusammenfassend dürfen wir sagen: 

Zwifchen zwei Cyklen abcb und Intuo der tetrae- 
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dralen Kollineation sind keine anderen als 
folgende Typen von Perspektivitäten möglich. 

1. Eine einfache Perspektivität deren 

Centrum p = (al, bm, cn, bo) Doppelpunkt der 
Kollineation ist. 

2. *) Die zweifache PersiiektivUät (£)_ 

deren Centre» p und p" = (an, bo, cf, bm) Dop- 
pelpunkte der Kollineation sind. 

3. Die zweifache Perspektivität (onml) 

deren Centren u = (am, bf, co, bn), t> = (ao, bn, cm, bl) 
sich wechselseitig entsprechende Punkte der 
Kollineation sind, (i» = 0,01 = «). 

4. Die vierfache Perspektivität 

/ abcb'V / abcb\ f abcb'V f abcb"\ 

Vlmno/ \nclm/ l mlony Vcnmf J 
mit den Centren p, p", u, », welche Ichon bei 
den beiden zweifachen Perspektivitäten auf- 
traten. 



§ 6. Die durch zweimalige Anwendung der 
Kollineation entstehende Involution. 

Bei der im vorigen § unter 2 gefundenen zweifachen pp"-Pers- 
pektivität werden die Punkte des gesuchten Cyklus Imno gefun- 
den durch die Beziehungen: 

l = (ap, cp"), m = (bp, bp"), n = (cp, ap"), o = (bp, bp") 
Hieraus folgt, daß die beiden Doppelpunkte p und p" sowohl mit 



*) Es wird später der Beweis erbracht, dass die unter 2 genannte zwei- 
fache Perspektivität für sich allein nicht bestehen kann, sondern stets die 
unter 3 genannte nach sich zieht, sich also immer zu der unter 4 genannten 
vierfachen Perspektivität erweitert. 
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den Punkten a und c, als auch mit den Punkten fr und b in je 
einer Ebene liegen müssen. Wird diese Forderung nun immer 
erfüllbar sein, und welcher Bedingung ist die Lage der Punkte 
a, b, c, b unterworfen, um ihr zu genügen? 

Zur Beantwortung dieser Frage, und damit zur Vorbereitung 
der Konstruktion zweifach perspektiver Cyklen, stellen wir fol- 
gende Betrachtung an. Aus unserer Kollineation erhalten wir 
eine Involution dadurch, daß wir jedem der Punkte a, b, c, b den 
zweitnächsten entsprechen lassen, d. h. wir wenden die Kollinea- 
tion noch ein zweites Mal auf dieselben Punkte an. Alsdann 
werden dieselben sich paarweise so zugeordnet sein, daß .1 dem 
Punkte c, c wieder 0, ebenso b dem Punkte b, und dieser wieder 
b entspricht. 

Schröter hat die so entstandene Involution bereits einer Be- 
trachtung unterzogen und erwiesen, daß dieselbe eine gefchart- 
involutorifche ist. (Annal. XX. 8 . 251 .) Als Doppelpunkte dieser 
Involution erkennen wir zunächst die Doppelpunkte p, ’p', p" 
und p'" der ursprünglichen Kollineation. Außerdem werden aber 
auch die Punkte 11 = »1, ü = m Doppelpunkte der Involution 
sein, denn dieselben entsprechen sich bei nochmaliger kollinearen 
Zuordnung selbst. Solche sich wechselseitig entsprechende Punkte 
der Kollineation werden als Doppelpunkte der Involution auf einer 
der beiden Axen liegen. Dieses sind die Verbindungslinien der 
beiden reellen (p, p") und der beiden imaginären Doppelpunkte 
(p', p'") der Kollineation. Jedem Punkte u der Axe pp" ent- 
spricht in der Kollineation ein Punkt » =» ui, welcher auf pipi" 
d. i. pp", also auf derselben Axe liegt. Die auf dieser Axe ge- 
legenen Punkte bilden aber eine Involution auf der Geraden, mit 
den Doppelpunkten p, p", und werden bekanntlich von diesen 
harmonifch getrennt. Wir dürfen also behaupten: 

Je zwei sich wechselseitig entsprechende Punkte der te- 
traedralen Kollineation: u = ti, i> = m liegen auf einer 
der beiden Axen der durch nochmalige Anwendung der 
Kollineation entstandenen Involution. Sie werden durch 
die auf dieser Axe liegenden Doppelpunkte der Kollinea- 
tion harmonifch getrennt. 

Es entsteht aber nun weiter die Frage, ob p und p" die 
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beiden einzigen Doppelpunkte sind, welche zusammen als Centren 
der zweifach Perspektiven Cyklen abcb und Imno auftreten können. 
Zunächst ist klar, daß neben p, p" auch die beiden anderen 
Doppelpunkte p', p'" zusammen Centren sein können , denn wie 
wir fchon andeuteten ist neben pp" auch p'p"' Involutionsaxe, 
und was von der ersteren galt, muß auch entsprechend für die 
letztere giltig bleiben. Wie steht es aber mit den zweifachen 
Perspektivitäten , deren Centren p und p', p und p'", p' und p", 
p" und p'" sind, werden diese auch möglich sein? Wir beant- 
worten diese Frage für den ersten der angegebenen Fälle. 

Es seien p =» (al, bm, cn, be) und p' = (am, bn, cc, bl) 
Centren einer zweifachen Perspektivität. Hierbei fchneidet oc 
einmal die Involutionsaxen pp" und p'p'", dann aber, weil a, c, 
p, p' in einer Ebene Uegen sollen, auch die Gerade pp'. Da drei 
Kanten des Doppelpunkttetraeders nicht in einer Ebene liegen, 
so muß oc in der Ebene der Geraden pp" und pp', d. i. die 
Ebene pp'p" liegen, ebenso auch in der Ebene pp'p'". Diese 
beiden Ebenen fallen aber nicht zusammen, es muß oc also auf 
deren Schnittlinie pp' liegen, und das gleiche muß auch für bb 
gelten. Die Punkte o, b, c, b lägen dann aber auf einer Geraden 
und bildeten kein eigentliches Tetraeder. Eine zweifache Per- 
spektivität mit den Centren p, p' oder p", p'" ist also nicht mög- 
lich, dasselbe wäre ganz analog auch für p', p" und pp'" zu be- 
weisen. Wir finden also die Thatsache erwiesen: 

Die Centren der in § 5 unter 2 gefundenen zweifachen 
Perspektivität müssen die Doppelpunkte derselben Involu- 
tionsaxe sein. 

Was aber von den Centren dieser ersten Art zweifacher 
Perspektivität gilt, wird auch von den Centren u, t der anderen 
Art gelten, auch sie werden auf derselben Involutionsaxe liegen. 
Treten die vier Centren zusammen auf, so ist leicht einzusehen, 
daß der Satz gelten wird: 

Bei der vierfachen (pp"ut> - )Perspektivität müssen die 
Centren p, p" auf der einen, die Centren u, » auf der 
anderen Involutionsaxe liegen. 
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| 7. Konstruktion von ein- und zweifach 
Perspektiven Oyklen. 

a. Konstruktion einfach perspektiver Oyklen. 

Ist der Cyklus ob cb gegeben, und der zu ihm einfach Per- 
spektive Cyklus Imno gesucht, so wissen wir aus § 5, daß das 
Centrum ein Doppelpunkt der tetraedralen Kollineation sein muß, 
etwa p = (al, bm, cn, bo). Wir haben also die Punkte des ge- 
suchten Cyklus so zu wählen, daß ihre resp. Verbindungslinien 
mit den gegebenen Cykluspunkten o, b, c, b durch den Doppel- 
punkt p gehen. Hierzu ist indessen nur nötig, daß einmal je zwei 
entsprechende Punktpaare auf einer durch p gehenden Geraden 
liegen. Denn fällt z. B. 1 auf ap, so wird h = e auf axpi = tp, 
folglich oi = n auf hpi — cp und ni = m auf cipt = bp 
fallen. 

Wir können daher betreffend die Konstruktion von einfach 
Perspektiven Cyklen der tetraedralen Kollineation folgenden Satz 
aufstellen : 

Es sei irgend ein Cyklus abcb gegeben. Man 
verbindet irgend einen der vier Doppelpunkte 
der Kollineation, etwa p, mit den vier Cyklus- 
punkten. Nimmt auf der Verbindungslinie op 
einen beliebigen Punkt l = mi an und sucht 
die Punkte m = ni, n = oi, o = U, welche auf 
die übrigen Verbindungslinien zu liegen kom- 
men. Dann ist Imno ein zu abcb einfach per- 
spektiver Cyklus, und zwar erhält man auf 
diese Weise eine einfache Serie von Cyklen 
Imno. Den vier Doppelpunkten entsprechend 
giebt es im Ganzen vier Serien von Cyklen 
— zwei reelle und zwei imaginäre — , welche 
zu abcb einfach perspektiv liegen. 

b. Konstruktion zweifach perspektiver Oyklen. 

Nach den Resultaten des § 5 wären zwei Arten zweifach 
perspektiver Cyklen denkbar. Wie dort aber fchon angedeutet 
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wurde, kann die unter 2 aufgetretene pp* -Perspektivität nicht für 
sich allein bestehen, sondern zieht die unter 3 gefundene ut-Per- 
spektivität nach sich, erweitert sich also zu einer vierfachen Per- 
spektivität. Der Beweis für diese Behauptung gestaltet sich fol- 
gendermaßen. 

Wir nehmen an, die Cyklen obcb und Imno stünden in der 
pp"-Perepektivität. p = (ol, bm, cn, bo), p" = (an, bo, d, bm) 

Pi = P pi" = P" 

Nach dem früheren ist ersichtlich, daß in diesem Palle ac und 
ln die Axe pp" fchneiden. Es sei (Fig. 3) (ac, pp") = p, (ln, pp") = p. 

Nach dem Satze vom vollständigen Viereck liegen p und p 
zu p und p" harmonifch, sind also einander entsprechende Punkte 
der Kollineation : pi =• p, bi = p. Da ac durch p geht, so geht 
aici = bb durch pi = p; ebenso, ta ln durch p geht, geht auch 
lini = ino durch pi = p. ac und mo fchneiden sich also in p 
auf pp". Die vier Punkte a, c, m, o liegen demnach in einer 
Ebene (Fig. 4). Es fchneiden sich also auch die Geraden am und 
co. Dieser Schnittpunkt u = (am, co) wird auf der Involutionsaxe 
p'p"' liegen, denn am und co sind entsprechende Strahlen der § 6 
betrachteten Involution: aimi bf, bilj = co; cici = bn, bim = aui. 
Der u entsprechende Punkt sei o = m = (aimi, cici) = (bl, bn). 
Ebenso finden wir, da die Geraden bb und ln durch p gehen, daß 
u' = (bl, bn) und ui' = b' = (bili, bim) = (ao, cm) ebenfalls 
entsprechende Punkte der Axe p'p"' sein werden. 

Wir können nun zeigen, daß 

u' — (bl, bn) = u = (am, co) und ferner, daß 
»>' = (cm, ao) = o = (bn, bl) 

Die Geraden ac, bb, In und mo fchneiden als Doppelstrahlen 
der Involution die beiden Axen pp" und r'p"'. Da ac und ln 
wegen der pp"-Perspektivität in einer durch die Axe pp" gehen- 
den Ebene liegen , und da die zweite ’ Axe p'p'" nicht auch in 
dieser Ebene liegen kann, so fchneiden sich jene Ebene und diese 
Axe in dem Schnittpunkte f von ac und ln. Durch den f ent- 
sprechenden Punkt g der Axe p'p"' werden die Geraden bb und 
mo hindurchgehen. Sowohl u und e, als auch f und g liegen als 
entsprechende Punkte zu p', p"', folglich auch zu einander har- 
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monifch, d. h. u, b liegen sowohl zu p', p“‘ als auch zu f, fl 
harmonifch. 

Ein gleiches gilt aber auch für das Punktpaar b'. Da es 
aber nur ein Punktpaar giebt, welches zu zwei anderen harmo- 
nifch liegen kann, so muß Paar w, b und Paar u', b' identifch 
sein. Es muß, da u nicht gleich b' sein kann, n = u', b = »' 
sein. Die beiden Cyklen liegen also derart, daß neben der ange- 
nommenen pp“ - Perspektivität auch noch die Centren 
tt = (am, bf, cc, bn), b = (ao, bn, cm, bl) 

auftreten. 

Wir finden demnach das Resultat: 

Die in § 5 unter 2 angegebene pp" -Perspekti- 
vität kann nicht für sich allein bestehen, son- 
dern hat stets noch die unter 3 gefundene 
ub-Perspektivität zur Folge. 

Naheliegend ist nun die Vermutung, daß auch die u»- Per- 
spektivität nicht für sich allein bestehen könne, sondern umgekehrt 
die pp" -Perspektivität nach sich ziehen werde. Dies ist jedoch 
nicht der Fall. 

Die in § 5 gefundene zweite Art zweifacher 
Perspektivität, bei welcher zwei sich wechsel- 
seitig entsprechende Punkte der Kollineation 
als Centren auftreten, ist für sich allein mög- 
lich. Sie ist demnach die einzige zweifache 
Perspektivität, welche zwifchen zwei Cyklen 
der tetraedralen Kollineation bestehen kann. 

Diese Thatsache gilt jedoch auch nur unter einer Bedingung. 
Die nb - Perspektivität zieht die pp" -Perspektivität doch nach sich, 
wenn die Centren u und o eine solche Lage haben, wie in der 
vorhergehenden Untersuchung, nämlich wenn diese beiden Punkte 
sowohl zu den beiden Doppelpunkten p', p", als auch zu den dort 
aufgetretenen Punkten f = (ac, p'p"'), g = (bb, p'p"‘) harmonifch 
liegen. Der Beweis für diese Behauptung ergiebt sich auf fol- 
gende Weise. 

Gegeben seien die beiden Cyklen abcb und Imno in der zwei- 
fachen ub-Perspektivität, deren Centren also sind : u = (om, bt, ce, bn), 
b =- (ao, bn, cm, bl). Außerdem setzen wir voraus, daß diese 
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beiden Punkte zu dem oben bezeichnten Punktpaare i,g harmo- 
nifch liegen. 

Wegen der up - Perspektivität ist eB nötig, daß die beiden 
Centren u und t> sowohl mit den Punkten a,c als auch mit den 
Punkten b,b in je einer Ebene liegen. Da n und p auf der Axe 
p'p'" liegen, so ist die erstere dieser beiden Ebenen festgelegt 
durch jene Axe und die Gerade oc, welche erstere im Punkte f 

trifft. iFig. 4). In diese Ebene müssen außerdem noch fallen die 

Punkte m *= (au, cp), o * (cu, op). Bezeichnen wir den Schnitt- 
punkt (rnr, p'p'") mit 9 ', so muß nach dem Satze vom vollständi- 
gen Viereck f und n‘ zu u und p harmonifch liegen. Dasselbe 
gilt aber, unserer Voraussetzung gemäß, auch von den Punktpaa- 
ren u, p und f, 8 , woraus folgt, daß o' = 8 - Es geht also mp 
durch 8 , also ntioi = tu durch 91 = f, sodaß wir haben: f = 
(ac, ln), 9 = ( 6 b, mo). 

Es liegen demnach die Punkte a, c, f, n in einer Ebene, 
iFig. 3) und die Geraden a(, 01 , sowie an, ct müssen sich fchnei- 
den: q = (at, cu), r — (an, cl). Diese beiden Punkte sind Dop- 
pelpunkte unserer Iuvolution, wie leicht zu zeigen ist: 

qi = (aiii, am) = (bc, bm), (bim, bimi) = (cn, al) — q 

ri = (mm, ci(i) = (rm, bo); (tum, hPi) = (ct, an) = r 

q und r werden daher auf der Involutionsaxe pp" liegen, welche 
demnach ebenfalls in unsere Ebene fällt. 

Die Geraden ac und mp liegen (Fig. 4; in einer Ebene mit 
der Involutionsaxe p'p'". Beide Geraden müssen aber als Doppel- 
strahlen der Involution auch die Axe pp" fchneiden, und dies muß, 
da die beiden Axen nicht in einer Ebene liegen, in demselben 
Punkte, etwa p, (Fig. 3) geschehen. Aus ganz analogen Gründen 
müssen sich auch bb und (n in einem Punkte, etwa p, von pp'- 
treffen. Wir haben also p (ac, mp), p = (bb. In) ; jfi ■» p, bi = p. 

Wegen n = (am, Mi) werden sich auch an und bm fchneiden 
müssen. Dieser Schnittpunkt sei j = (an, bm), folgt ji = (aim, 
bum) = (bm, ct). 

Hier sind nun zwei Fälle möglich. Entweder liegt die Gerade 
bm mit an und ct in einer Ebene, d. i. die Ebene von Fig. 3; da 
aber bb durch p geht, müßte auch b in diese Ebene fallen. In 
ihr lägen also die vier Cykluspunkte a, b, c, b und bildeten dem- 
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nach kein eigentliches Tedraeder. So bleibt nur als zweite Mög- 
lichkeit übrig, daß j und ji, zusammenfallen und zwar kann das 
nur im Punkte r = (an, ct) gefchehen. Es fchneiden sich dem- 
nach in r die Geraden an, bin, cf. r ist aber Doppelpunkt, geht 
also cf durch ihn hindurch, so muß auch Cifi = be das gleiche thun. 

Es ist also r = (an, bc, cf, bnt) d. i. Doppelpunkt p“. 

Auf gleiche Weise hätten wir auch beweisen können, daß 
— p ist. 

Unter den gemachten Voraussetzungen wären also außer u 
und p auch p und p" Perspektivitätscentren, die Perspektivität 
demnach keine nur zweifache. 

Die Konstruktion der einzig möglichen zweifachen (up-) Per- 
spektivität macht uns nach den in § 6 vorgenommenen Betrach- 
tungen keine weiteren Schwierigkeiten. 

Die Punkte des gesuchten Cyklus Imno werden gefunden 
durch die Beziehungen: 

f = (bu, bp), m = (au, cp), n = (bu, bp), o = (cu, ap). 

Die hierzu nöthige Voraussetzung, daß a, c sowohl wie fe, b 
mit ii, p in je einer Ebene liegen müssen, wird, wie wir in § 6 
nachweisen konnten — denn was von p, p" gilt, wird auch von 
ii, d gelten — immer eintreten, ohne daß die Lage der Cyklus- 
punkte an eine Bedingung geknüpft wäre. Wie wir weiter sahen, 
liegen die Centren u, p auf derselben Axe, harmonifch getrennt 
durch die auf ihr liegenden Doppelpunkte der Kollineation. 

Wir können daher betreffend die Konstruktion von zweifach 
Perspektiven Cyklen folgenden Satz aussprechen: 

Es sei irgend ein Cyklus abcb der tetraedralen 
Kollineation gegeben. Man nimmt das eine 
Centrum u des gesuchtenzu abcb zweifach Pers- 
pektiven Cyklus tmno beliebig auf einer der 
beiden Axen pp“ oder p'p'" an. Sucht zunächst 
p, welches auf derselben Axe liegt, als vierten 
harmonifchen Punkt zu p und den beiden auf 
dieser Axe liegenden Doppelpunkten p,p' resp. 
p‘, p'“. Alsdann verbindet man u und p mit den 
gegebenen Cykluspunkten o, b, c, b. Die Schnitt- 
punkte dieser Linien sind die Eckpunkte des 
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gesuchten Cyklus fmno. Der beliebigen An- 
nahme von u auf einer der beiden Axen entspre- 
chend giebt es zwei Serien von Cyklen Imno, 
welche mit dem gegebenen in zweifacher Pers- 
pektivität stehen. 



9 8. Konstruktion von Tierfach Perspektiven 

Cyklen. 

Wie wir im vorigen § zeigen konnten, ergänzt sich die zwei- 
fache pp"-Perspektivität immer zu der in § 5 unter 4 gefundenen 
vierfachen Perspektivität. Ein gleiches wird auch für die außer 
der pp"- noch möglichen p'p'"-Perspektivität gelten. 

Die Konstruktion von vierfach Perspektiven Cyklen muß sich 
demnach decken mit der Konstruktion von zweifach Perspektiven, 
deren Centren Doppelpunkte der Kollineation sind. Diese Kon- 
struktion wird aber derjenigen analog sein, die wir im vorigen § 
für die in der m>- Perspektivität befindlichen Cyklen angegeben 
haben. Wir dürfen (jäher betreffend die Konstruktion von vier- 
fach Perspektiven Cyklen folgenden Satz aussprechen: 

Es sei irgend ein Cyklus abco der tetraedralen 
Kollineation gegeben. Man verbindet die bei- 
den mit alsCentren zu wählenden reellen oder 
imaginären Doppelpunkte, pp" resp. p'p'", mit 
den gegebenen Cykluspu nkten a, b, c, b. Die 
Schnittpunkte dieser Graden seien: 

1 — («P, cp"), m = (bp, pp"), li =• (cp, ap"), o = (Pp, bp") 

V = (ap', cp'"), m' *= (bp', bp'"), n' = (cp', ap'"), o' = (bp', bp'") 
Imno und l'm'n'o' sind zu abcb vierfach Perspek- 
tive Cyklen. Zu einem gegebenen Cyklus giebt 
es also zwei vierfach Perspektive Cyklen, und 
zwar einen reellen und einen imaginären Cyklus. 

Wie wir oben sahen, sind p, p", n, r, die Centren der auf 
diese Weise konstruierten vierfach Perspektiven Cyklen. Diese 
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vier Punkte bilden zwar keinen neuen Cyklus, wohl aber können 
wir zeigen, daß auch pp“ub ein zu abcb und (mno vierfach pers- 
pektives Tetraeder ist. 

Aus den bekannten Beziehungen 

p = («I, bin, cn, bo) u = (am, bl, co, bn) 

p“ = (an, bo, bl, bin) b — (ae, bn, an, bl) 

geht hervor, daß einmal 

1 = (ap, bu, cp“ b») n = (ap“, b», cp, bu) 
m = (au, bp, cb, bp“) . o = (ab, bp“, cu, bp) 
und ebenso 

a = (1p, np", mu, ob) c = 1p“, np, mb, ou) 

b = (lu, mp, nb, op“) b = 1b, mu, np“ op) 

Wir bekommen so auf synthetifchem Wege den [fchon von 
Välyi (a. a. 0.) gefundenen] Satz: 

Sind abcb und Imno zwei vierfach Perspektive Tetraeder 
mit den Centren f, p, j, n>, so sind je zwei der drei Tetraeder 
abcb, Imno und ppjrn vierfach perspektiv. Die Centren sind 
die Ecken des jedesmaligen dritten Tetraeders. 



Noch einige Bemerkungen mögen hier Platz finden, die sich 
indessen ebenfalls nur auf vierfach Perspektive Tetraeder beziehen. 

1. Der auf Seite 7 erwähnte und auch synthetifch erwiesene 
Satz Välyi’s läßt sich durch einige Ueberlegungen leicht in folgen- 
der Fassung auf den Raum ausdehnen: 

Sind abcb und tmno Perspektive Tetraeder, Centrum (5„ 
Ebene der Perspektivität <5i , wobei (5, die Polarebene 
in Bezug auf abcb haben mag, und sind auch die 
Tetraeder abcb, mlon perspektiv, so fchneidet die Schnitt- 
linie der Ebene ^ und <2>i die Tetraederkanten ab und cb. 

Auf die vierfache Perspektivität ausgedehnt, ergiebt sich 
hieraus sofort der Satz: 

Sind abcb und Imno vierfach Perspektive Tetraeder, so fällt 
das Tetraeder der vier Ebenen der Perspektivität 

mit dem Tetraeder der vier Polarebenen zu- 

sammen. 
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2. Bei V&lyi findet eich ferner — Archiv 2. R. 8 . T. — der 
Satz, daß bei der zweifachen Perspektivität das Centrum Si der 
ersten, auf der Ebene <5* der zweiten Perspektivität liegt. Wird 
auch dies auf die vierfache Perspektivität ausgedehnt, so folgt 
unmittelbar: 

Auch die Tetraeder (SiQtGisQ!« der vier Centren und fofcSsS« 
der vier Ebenen der Perspektivität müssen zusammen- 
fallen. 

3. Aus den beiden Sätzen in 1 und 2 läßt sich der weitere 
ableiten: 

Sind zwei Tetraeder abcb und fmito vierfach perspektiv, 
und sind <S U (St, <5*, <S« resp. <S U (St, (Sa, <S* die Centren 
resp. Ebenen der Perspektivität, so ist in dem Tetraeder 
(Sj&C'Q« = (SßtSaS* jede Fläche die Polarebene des 
gegenüberliegenden Endpunktes in Bezug auf jedes der 
beiden Tetraeder abcb und Imnc. 



Dritter Abschnitt. 




§ 9. Mehrfach hyperbololdlsche Tetraeder. 



Neben der Perspektiven Lage zweier Tetraeder ist auch die • 
hyperboloidifche Lage von Interesse. Schur hat sich in einer 
Abhandlung: „Ueber Flächen 4. Ordnung“ (Annalen XX) mit der 
hyperboloidifchen Lage zweier Tetraeder näher befaßt. Er erledigt 
dort die Frage, welche weiteren hyperboloidifchen Lagen zweier 
Tetraeder abcb und a'b'cV neben den vier Lagen 
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noch Vorkommen können. Schur untersucht sämtliche 24 mög- 
liche Fälle und kommt zu dem Schluß, daß solche Tetraeder nur 
noch fünf-, acht- oder neunfach hyperboloidifch liegen können. 
Die fünffach hyperboloidifche Lage kommt zustande (§ 7), 

wenn zu den angegebenen Lagen 1 —4 noch die Lage (5) b'av) 

hinzukommt, während zur neunfach hyperboloidifchen Lage (§ 4) 
zu diesen fünf noch die vier weiteren: (b. Schurr 9, 15, 17, 24) 




sich hinzugesellen müssen. 

Für die noch weiter als möglich erkannte achtfach hyper- 
boloidifche Lage zeigt sich aber ,§ 7), daß alsdann sowohl die 
Tetraederpunkte a, b, c, bals aucha', b', c', b' auf je einer Geraden liegen 
müssen. Wir haben es also dann mit uneigentlichen Tetraedern 
zu thun und dürfen diesen Fall außer acht lassen. 

Für unsere weiteren Untersuchungen ist es also von Wichtig- 
keit, daß Schur die Möglichkeit des Bestehens einer fünf- und 
neunfachen hyperboloidifchen Lage zweier eigentlichen Tetraeder 
nachgewiesen hat. Wir stellen uns die Frage, sind auch fiinf- 
und neunfach hyperboloidifche Cyklen der tetraedralen Kollineation 
mögUch? 



9 10. Fünffach hyperboloidische Cyklen. 



Nach Schröter besitzen zwei beliebige Cyklen der tetraedralen 
Kollineation obtb und ytyjt sicher die vier hyperboloidifchen Lagen : 

( abcD\ /abcei /abco\ / abco\ 

’ lifctj ’ \m/ ’ \m) 

Zur fünffach hyperboloidifchen Lage ist nach den vorerwähnten 



Resultaten von Schur die Lage 




nötig. 



Nach Schur (§ 4 sind zwei Tetraeder mit den Lageu i, 3, 5 
gleichzeitig ein- und umgefchrieben. Dies muß also auch bei 
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fünffach hyperboloidifcher Lage der Fall sein. Zwei gleichzeitig 
ein- und umgefchriebene Tetraeder haben aber, wie fchon Steiner 
bemerkte, von selbst die Lagen 2, 4, 5, und ferner ist von Schur 
gezeigt, daß wenn zwei solcher Tetraeder zugleich noch die Lagen 
2 und 4 besitzen, die Punkte mc, bj) und (ac, bjr) harmonifch zu 
den Punkten a und c liegen. Dasselbe muß aber bei Cyklen auch 
von den Punkten: 

oi, ri, (öjCi, (o,Cj, b,y t ) d. h. von b, b, (bb, o$), (bb, ct) gelten. 
Es liegen also auch die vier Ebenen ocb, ocb, act), act har- 
monifch, wenn die Cyklen obcb und ppjt fünffach hyper- 
boloidifch liegen. 

Es seien p, q, r, e die Doppelpunkte der tetraedralen Kolli- 
neation., ferner s = pq und t = tb die Axen der durch zwei- 
malige Anwendung der Kollineation entstandenen geicharten In- 
volution. Durch diese geht das Ebenenbüfchel 
|ac| (bbppjtpr) über in |co| (bbjtpppv) 

Diese beiden coaxialen involutorifchen Ebenenbüfchel haben 
die Doppelebenen aip und ncr, d. h. die Ebenen, welche bestimmt 
sind durch die Gerade ac und die Axen s resp. t, und die wir 
mit [ac, s] resp. [ac, t] bezeichnen wollen. Nun bilden act) und oct 
ein Paar entsprechende Ebenen der Involution. 

Es müssen also die Ebenen acp und oct mit den Ebenen 
[ac, s] und [ac, t] harmonifch liegen. 

Oben fanden wir, daß die Ebenen act) und act auch zu den 
Ebenen ocb und ocb harmonifch liegen. Erstere sind demnach die 
Doppelebenen der durch die beiden Ebenenpaare ocb und [oc, s], 
[ac, t] festgelegten Involution und sind als solche vollständig be- 
stimmt, wenn nur o, b, c, b, s und t gegeben sind. In der tetrae- 
dralen Kollineation entsprechen sich die Ebenenpaare: 
ocb, ocp bbc, bbo ocb, ocb bbo, bbc 
ocs, ait bbs, bbt ocs, oct bbs, bbt 

Bezeichnen wir ocp = * und act = /«, so entsprechen sich 
x und (i bei zweimaliger Anwendung der Kollineation gegenseitig. 
Bilden diese beiden Ebenen mit den beiden weiteren A und v 
einen Cyklus: *i = h = *,/*, — A, = ft, so ist das vierte 
harmonifche Ebenenpaar zu den obeu bezeichneten Ebenenpaareu 
bezüglich x,fi\'k,v\fi,x\v,'k 
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Nun muß, wegen der gleichzeitig ein- und umgefchriebenen 
Lage der beiden Tetraeder, b in der Ebene abb, ferner aber auch 
in einer der Ebenen acty = * oder act = ß liegen, d. h. b muß 
entweder in der Schnittlinie von abb mit x oder von abb mit ß 



liegen. 

Bezeichnen wir diese Schnittlinien und die ihnen entsprechen- 
den mit: 



x, abbl = k, 


A, abc 


= 1 , 


ß, ebb 


= m, 


v, acb 


ß, abbl = k', 


v, acb 


= 1 ', 


x, ebb 


= m', 


A, acb 



so ist sowohl klmn als auch k,l'mV jedes ein Cyklus der tetrae- 



dralen Kollineation : 



ki = n, 1, = k, mi = 1, n, = m; ki' = n', 1,' = k', mf = 1 , n t ' = m' 
Wenn b also auf k liegt, so fällt von selbst y auf n, t auf m und \ 
auf 1; wenn aber b auf k' liegt, so fallen y, t, j der Reihe nach 
auf n’, m’ und 1’. Fünffach hyperboloidifche Cyklen mit den La- 
gen 1 — 5 Bind also möglich und zwar giebt es deren, da b auf 
k oder k' willkürlich angenommen werden kann, zwei Serien. 

Wir dürfen also den Satz aussprechen: 

Zu einem gegebenen Cyklus abcb giebt es zwei 
einfache Serien fünffach hy perboloidifcher 
Cyklen a'b'c'b'. Nimmt man b auf einer der durch 
a gehenden Schnittlinie k oder k' der Ebene 
abb mit den Doppelebenen der durch die Ebe- 
nenpaare acb, acb und [ac, s], [ac, t] festgelegten 
Involution beliebig an, so fällt von selbst jauf 
die durch b gehende Linie 1 resp. 1', t auf die 
durch c gehende Linie m resp. m' und y auf die 
durch b gehende Linie n resp. n\ 

Nachdem die Frage, ob fünffach hyperboloidifche Cyklen 
möglich sind, in bejahendem Sinne beantwortet ist, können wir 
folgende weiteren Betrachtungen anstellen, aus denen sich eine 
zweite Konstruktion von fünffach hyperboloidifchen Cyklen erge- 
ben wird. 

Es seien uns gegeben die beiden in fünffach hyperboloidifcher 
Lage befindlichen Cyklen abcb und ybjt, außerdem das Hyperbo- 
loid Hs = (ab, bj, ct, by). k = ab, 1 = bj, m = ct, n = by sind 
dann Strahlen einer Regelfchar des Hyperboloides und bilden 
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einen Cyklus : kt = n, U = k, mj = 1, m = m. Es sei ferner 
e ein Strahl der anderen Regel fchar von Hr, und efgh der hier- 
durch bestimmte Cyklus; et ~ h, ht = g, gi = f, ft = e, so 
fchneidet sowohl e die Strahlen des Cyklus klmn und ei - h die 
Strahlen des Cyklus kilimim d. i. nklm. Das gleiche gilt auch 
von den anderen Strahlen. Die Strahlen efgh fchneiden also jeden 
Strahl des Cyklus klmn. Letztere gehören sämtlich der ersten, 
erstere also sämtlich der zweiten Regelfchar des Hyperboloides an. 

Umgekehrt hätte ebenso gezeigt werden können, daß, wenn 
e ein beliebiger Strahl der ersten Regelfchar gewesen wäre, auch 
f. g, h ihr angehört hätten. Ist allgemein e ein beliebiger Strahl deB 
Hyperboloides, so liegen sämtliche Strahlen des Cyklus efgh auf 
dem Hyperboloid. 

Wir dürfen also behaupten: 

Das Hi perboloid H-, — (aty, bj, cf, bjc) entspricht sich selbst, 
da jedem seiner Strahlen vermöge der tetraedralen Kol- 
lineation wieder ein solcher entspricht. 

Nehmen wir nun umgekehrt an, durch den Cyklus abcb gehe 
ein beliebiges Hyperboloid, welches sich in der eben betrachteten 
Weise selbst entspricht. Dann geht z. B. durch a ein Strahl k 
der einen und ein Strahl k der anderen Regelfchar. Zunächst ist 
dann klar, daß die durch k bezw. k bestimmten Cyklen: klmn 
bezw. k l'm n' ganz in der ersten bezw. zweiten Regelfchar liegen 
müssen. Nimmt man weiter einen Punkt etwa i) auf k resp. k' 
beliebig an, so wird von selbst die zu b gehörigen Cykluspunkte 
j auf 1 resp. 1 , i auf m resp. ra' und y auf n resp. u* fallen. Diese 
so erhaltenen Serien von Cyklen ytyjt liegen demnach zu abcb fünf- 
fach hyperboloidifch und zwar sämtlich auf Ho. Ein weiteres 
durch abcb gehendes sich selbst entsprechendes Hyperboloid kann 
es auch nicht geben, da es sonst auf ihm zwei weitere Serien 
von zu abcb fünffach hyperboloidifch gelegenen Cyklen yt>;t geben 
müßte, das ist aber nach dem früher Gefundenen nicht möglich. 

Wir kommen also zu der weiteren Erkenntnis: 

Ist ein beliebiger Cyklus abcb gegeben, so geht durch ihn 
nur ein einziges sich selbst entsprechendes Hyperboloid 
Ho. Auf diesem liegen dann die beiden Serien der zu 
abcb fünffach hyperboloidifcheu Cyklen welche man 
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dadurch erhält, daß man p auf einem der durch a gehen- 
den Hyperboloidstrahlen beliebig annimmt. 

Wir stellen uns nun weiter folgende Frage. Die tetraedrale 
Kollineation enthält sechs Doppelstrahlen. Es sind dies die bei- 
den Involutionsaxen s = pq und t = r«, ferner die Geraden pr, 
q«, p«, qr. Wie verteilen sich dieselben unter die beiden Regel- 
fcharen des Hyperboloides? 

Wir zeigen zunächst, daß jede dieser beiden Regelfcharen 
zwei der Doppellinien enthält. 

Es sei abcd ein Cyklus der einen, efgh ein solcher der an- 
deren Regelfchar des Hyperboloides Hs. Dieses wird dann erzeugt 
durch die projektiven Ebenenbülchel 

e (abcd) /\ f (bcda) 

Vermöge der tetraedralen Kollineation ist aber auch 
e (abcd) /\ e (bcda) 

Diese beiden coaxialen projektiven Ebenenbüfchel besitzen 
zwei Doppelebenen ex = e und ex == wo x und x' Strahlen 
der ersten Regelfchar sind, denn jede durch den Strahl e, welcher 
der zweiten Regelfchar angehören soll, gehende Ebene — also 
auch die beiden Doppelebenen — enthält einen Strahl der ande- 
ren Regelfchar. Den Strahlen x, x' entsprechen die Strahlen 
xi, xr, und da ex und ex' Doppelebenen sind, so müssen die 
Ebenen ex und ex„ sowie ex' und exi', zusammenfallen, es müs- 
sen sich also x und x, fchneiden, ebenso x' und xy. Es können 
sich aber Strahlen derselben Regelfchar nicht fchneiden. es muß 
also Strahl x xi und Strahl x' = xt' sein. d. li. x und x' sind 
Doppelstrahlen der tetraedralen Kollineation und liegen beide auf 
der ersten Regelfchar. Ebenso kann gezeigt werden, daß auch 
die zweite Regelfchar zwei der sechs Doppelstrahlen enthält. 
Welche vier Strahlen sind dies nun? Es müssen die Doppelstrah- 
len pr, q» resp. p«, qr sein, denn wir können noch zeigen, daß 
die beiden noch weiter vorhandenen Doppelstrahlen, die beiden 
Involutionsaxen s und t, gar nicht auf dem Hyperboloid liegen. 

Läge etwa s auf dem Hyperboloid und gehörte der zweiten 
Regelfchar an, so müßte diese Axe von sämtlichen Strahlen der 
ersten Regelfchar gefchnitten werden, also auch von den Strahlen 
des dieser ersten Regelfchar angehörigen Cyklus klmn. Nun geht 



Digitized by LjOoqL e 




87 



aber k durch o, m durch c. Die Diagonale at des Quadrupels 
abcb begegnet aber, wie Schröter (Annal. XX. 8. 250) zeigt, jeder 
der beiden Involutionsaxen. also außer s auch t. In der durch t 
und ac bestimmten Ebene müßte also k und m liegen, da beide 
aber einer — der ersten — Regelfchar angehören, können sie 
sich nicht fchneiden. s kann also nicht der zweiten, ebensowenig 
der ersten Regelfchar angehören. Dasselbe gilt natürlich auch 
für t. Beide Involutionsaxen fallen nicht auf das Hyperboloid. 

Wir können also den Satz aussprechen: 

Die beiden Involutionsaxen s = pq und t = r« liegen 
nicljt auf dem Hyperboloid H.-,. Dagegen enthält dasselbe 
in der einen Regelfchar die Doppellinien pv und q«, in 
der andern Regelfchar die Doppellinien p# und qr. 

Aus diesem Satze können wir nun die bereits angekündigte 
zweite Konstruktion der zu abcb fünffach hyperboloidifchen Cyklen 
ypjt ableiten, ap muß nach dem vorhergehenden entweder k oder 
k sein, k geht aber als Strahl der ersten Regelfchar durch a und 
fchneidet die zur zweiten Regelfchar gehörenden Doppelstrahlen 
p# und qr, ist also vollständig bestimmt. Ebenso ist k dadurch 
völlig bestimmt, daß dieser Strahl ebenfalls durch o geht und die 
beiden Doppelstrahlen der ersten Regelfchar, pr und q« 1 , fchneidet. 

Die zweite Möglichkeit fünffach hyperboloidifche Cyklen zu 
konstruieren, läßt sich also so ausdrücken: 

Um die zu einem gegebenen Cyklus abcb fünf- 
fach hyperboloidifchen Cyklen ppct zu finden, 
legt man einen Strahl durch a sowie die Dop- 
pellinien p« und qr, einen anderen Strahl durch 
a und die Doppellinien q« und pr. Nimmt man 
dann b auf einem dieser beiden Strahlen belie- 
big an, so liegt der hi erdurch festgelegte Cyk- 
lus £pjt zu abcb fünffach hyperboloidifch. Es 
giebt deren auch hier zwei einfache Serien. 



Digitized by 



Google 




88 



§ 11. Neunfach byperboloidische Cyklen. 



Die neunfach hyperboloidifche Lage zweier Tetraeder kommt, 
wie bereitB erwähnt, zustande, wenn neben «den eben betrachteten 
Lagen 1 — 5 die Seite 32 bezeichneten Lagen 6 — 9 hinzutreten. 
Schur zeigt (a. a. 0. S. 272 ff.), daß die Lage 6 die Lage 7, 8 
und 9 zur Folge hat. Dies ist auch bei Cyklen der Fall. 

Sind cibcb und jcfyjt Cyklen der tetraedralen Kollineation, so 



folgt vermöge derselben aus Lage 6j 



fabcbt 

Iw; 



die Lage *,7> 



/abcb\ 

V*»«/ 
abct>' 



aus dieser die Lage (9; aus dieser die Lage (8) 



und aus dieser wieder die Lage (6) — daß dies wirklich die La- 
gen 6—9 bei Schur sind, ergiebt sich wenn man a' = t, i‘ = 
c' = fy, b' = j setzt — . 

Während sich also, wie Schröter zeigt, die Hyperboloide Hi 
und H3 sowie H2 und H4 wechselseitig entsprechen, und das Hy- 
perboloid Hs sich selbst entspricht, bilden die Hyperboloide H« — 
Hu einen Cyklus. Neunfach hyperboloidifche Cyklen sind also 
möglich, wie können sie nun konstruiert werden? 

Wegen der nötigen Lage 1 — 5 muß, wie gezeigt, b auf eine 
der Geraden k oder k fällen, welche in der Ebene abb liegen und 
durch den Cykluspunkt a gehen. Es fallen dann von selbst j, t, £ 
auf resp. 1 oder 1 , m oder m , n oder n'. Sind aber weiter noch 
die Lage 6—9 vorhanden, so werden (Schur. S. 276 die Punkte 
0, b durch die Punkte (ab, bty), (ab, c£) harmonifch getrennt, d. h. 
die Ebenen bca, beb, beb, l'c? liegen harmonifch. Vermöge der Kol- 
lineation muß dies auch von den Ebenen abb, abc, ab£, abt gelten. 
Beide Doppelverhältnisse sind, auch wenn man die Ebenen eines 
Paares vertaufcht, = — 1, also besteht die Projektivität: 

Ibc] (ab£b) A [*&] (W) 

Die Axen dieser beiden projektiven Ebenenbüfchel, bc und ab, 
fchneiden sich in b, also liegen die Schnittlinien entsprechender 
Ebenen nicht, wie das im allgemeinen der Fall ist, auf einem 
Hyperboloid, sondern auf einem Kegel mit der Spitze b. 

Dieser Kegel enthält die Schnittlinien ab der Ebenen bca und 
bab, bc der Ebenen beb und abc und b£ der Ebenen bc£ und ab£. 
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j: liegt also auf dem Kegel © mit der Spitze 6 

t , auf dem entsprechenden Kegel 21 mit der Spitze a 

b » * • - » ® » b 

b » n n *> » ® » » » ^ 

Der Kegel © fehneide 'die Ebene acb im Kegelfchnitt h 

V » n n 0 ^ y) y> n 

„ r $ » » » Obe * „ d 

» » ß « » „ <»&b „ „ c 

Da nun. wie wir sahen, t) in der Ebene abb liegen muß, so 
liegt es auf dem Kegelfchnitt' c, u. s. w. 

Es liegt demnach 

tf auf dem Kegelfchnitt c sowie auf den Geraden k oder k' 

ä » » * ^ 1 ^ 

t » „ a „ m „ m' 

? . „ , b „ n , n' 

Da ein Kegelfchnitt von zwei Geraden im allgemeinen in vier 
Punkten gefchnitten wird, so können für Punkt l) vier Punkte 
gewählt werden, die drei übrigen Cykluspunkte fallen dann von 
selbst in die bezeichneten Schnittpunkte. 

Es lassen sich also zu einem gegebenen Cyklus abcb vier 
neunfach hyperboloidifche Cyklen konstruieren. 



Es erübrigt nun noch den Kegel © etwas genauer zu be- 
stimmen. Wir hatten oben die- Projektivität 
[6c] (abfty) Ä (bcft) 

Hieraus folgt vermöge der bestehenden Kollineation die 
weitere Projektivität 

[ab] (bctjc) a l a6 l (bc?t) 

Diese beiden coaxialen Ebenenbüfchel haben abb und abc zu 
Doppelebenen, d. s. die beiden sich in ob fchneidenden Tetraeder- 
flächen, ferner bilden abt und abj: ein Paar sich wechselseitig 
entsprechender Ebenen. Diese vier Ebenen, abb, abc, abt und aby 
liegen, wie wir früher sahen, harmonifch, wir haben es also mit 
einer Involution zu thun. Es liegen aber auch abc, abb, abb, abq 
sowie abc, abb, abr, ab« harmonifch, wo, wie früher fchon, p, q, r, « 
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die auf den Involutionsaxen liegenden Doppelpunkte der Kolli- 
neation sind. 

Es sind also auch abp, abq und abv, ab« Ebenenpaare der 
Involution. Es ist also 

[ab] (bctjpqi«) a [ab] (bcptqpdv) 

Vermöge der bestehenden Kollineation folgt, daß auch 
[bc] (abjrppqv«) /\ [ab] (bcptqp«r) 

Mit Hilfe dieser Projektivität ist der Kegel ö nun bestimmt 
durch die drei Paare entsprechender Ebenen 
bca, abb; beb, abc; bep, abq. 

Die Konstruktion von neunfach hyperboloidifchen Cyklen 
können wir daher in folgender Weise ausführen. 

Gegeben sei der Cyklus abeb. Die Ebenenpaare 
abc, abb; beb, abc; bep, abq 
bestimmen zwei projektive Ebenenbüfchel. 
welche einen Kegel © erzeugen. Legt man 
einen Punkt, p in einen der vier Schnittpunkte 
dieses Kegels mit den bei der Konstruktion 
der fünffach hyperboloidifchen Cyklen aufge- 
tretenen Geraden k oder k', so ist der durch p 
bestimmte Cyklus pp,;t mit abeb neunfach hyper- 
boloidifch. 
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Lebenslauf. 



Ara 28. 8ept. 1'8G3 wurde ich zu Beasunge», Kreis Darmstadt, 
geboren. Von meinem Onkel, Pfarrer Uhrig, dermalen in Alten- 
stadt, von meinem vierten Jahre an erzogen, besuchte ich, dem- 
selben an die verfchiedenen Orte seiner Wirksamkeit folgend, die 
VolkBfchule zu Holzhausen b. Gl., die höh. Bürgerfchule zu Bie- 
denkopf, die Kealfchule II. 0. zu Gr. Umstadt. Zu Ostern 1884 
bestand ich an der Kealfchule I. 0. zu Gießen die Maturitätsprü- 
fung. Hierauf bezog ich die Universität Gießen, der ich ununter- 
brochen angehörte bis zu meiner im Sommer 1888 erfolgten 
Staatsprüfung, welche sich über Mathematik. Physik und Minera- 
logie erstreckte. Während meiner Studienzeit hörte ich Vorlesun- 
gen bei den Herrn Professoren Dr. Dr. Baltzer, Fromme, 
Oneken, Pasch, v. Kitgen. Röntgen, Schiller. Siebeck 
und Streng, welchen ich für die erhaltene Belehrung stets 
dankbar bleiben werde. 

Von Herbst 1888 bis dahin 1889 gehörte ich dem pädagogi- 
fehen Seminar an dem Gymnasium zu Gießen als ordentliches 
Mitglied an. Im Laufe des Sommers 1889 wurde ich jedoch aus- 
hilfsweise an der Kealfchule und dem Progymnasium zu Alzey 
verwendet. Von Okt. 1889 bis Ostern d. J. war ich alsdann als 
Hauslehrer in Oberingelheim thätig. Seit dem 20. April d. J. ist 
mir die prov. Verwaltung einer Lehrstelle an der hiesigen Real- 
fchule und dem Progymnasium übertragen. 

Fried berg, Ende Oktober 1891. 



Karl Uhrig. 
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